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=P-L Aujourd’hui

m Dynamique du solide: équilibre statique.

m Exemple: Pont a treillis
m Cas particulier : solide en rotation autour d’'un axe fixe A.
Moment cinétique par rapport a I'axe A
Moment d’inertie par rapport a I'axe A
Energie cinétique de rotation
Théoréme du moment cinétique
Moment des forces par rapport a I'axe A.
Exemples de calcul de moment d’inertie par rapport a un axe
Régle de Huygens-Steiner
Analogies entre mouvement translationnel et rotationnel
Exemple: pendule physique
Exemple: cylindre sur plan incliné

Annexe: Moment cinétique d'un solide: cas général
= Faculté m Tenseur d’inertie

des sciences

de base m Energie cinétique
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=P-L Solide indéformable: remarque préliminaire

m Comme un solide indéformable est un cas particulier de systéme de points
mateériels, les lois de la dynamique :

... le théoreme de transfert:
EA = EO + B AN Mug
... et les théorémes de Koenig | et I

T4 = ACA Mg + Lo*

1
Ecin = §MU%; + B

cin
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des sciences
de base

m Swiss
Plasma
Center Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023 J.-P. Hogge 11.02: Statique et dynamique du solide



m Faculté
des sciences
de base

m Swiss
Plasma
Center

Systéme a I’équilibre statique

m Un systeme de points matériels (et en particulier un solide) est a I'équilibre

statique si

Ty = cst .
{ > Vo € systeme

Uy = 0

m On en tire que la quantité de mouvement et le moment cinétique sont nuls

( — —
p = E Mea Vo
o

Lo = gﬁxxmaﬁa
-

\

= 0

Y O € référentiel

m et on établit les Conditions d’équilibre

( dp’
= =0
dt
< —
dLo
—~ =0
N dt
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Exemple de statique: pont a treillis
Voir 11.03
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=Pi-L

Dynamique du solide:
Cas particulier d’un solide en rotation
autour d’un axe fixe

m Faculté
des sciences
de base

m Swiss
Plasma
Center Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023 J.-P. Hogge 11.02: Statique et dynamique du solide 12



.:P.=L Corps solide en rotation autour d’un axe fixe.
Direction du moment cinétique

m On considére un solide simple, formé de deux points matériels de masse m, liés
rigidement par une tige de masse nulle, et d’'un axe A (noté en vert) lui aussi de
masse nulle, maintenu en place a ses extrémités. Le vecteur reliant les deux
masses fait un angle 6 avec A.

m Cet exemple illustre le fait que le moment
cinétique n’est en général pas parallele a
I'axe de rotation, sauf si celui-ci est sur un
axe de symétrie du solide. Cela se traduit
par I'apparition de moments exercés par le
support de l'axe et vice-versa.
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EP:L Corps solide en rotation autour d’un axe fixe.
! Direction du moment cinétique

m Quelle est la direction des forces exercées par le support sur 'axe ?
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.:P.-L Corps solide en rotation autour d’un axe fixe.
Direction du moment cinétique

m Quelle est la direction des forces exercées par le support sur 'axe ?

m Le systeme que nous considérons est :
m 2 masses + tige + axe

m Entre I'instant t et I'instant t+At le moment
cinétique par rapport a C varie de AL¢

m Le moment des forces externes doit étre
paralléle a AL . Elles sont donc dans le plan
formé par la tige et I'axe.

m Les forces ‘tournent’ avec I'axe

m Application:
équilibrage des roues de voitures.
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Corps solide en rotation autour d’un axe fixe.
Direction du moment cinétique

m Sile systéeme est symétrique par
rapport a I’axe de rotation, alors le
moment cinétique est paralléle a I’axe.
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EPFL Solide en rotation autour d’un axe fixe

Axe fixe: direction fixe par rapport au référentiel d’inertie
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Solide en rotation autour d’un axe fixe:
vitesse

On consideére un solide tournant autour d’'un axe

Ay de rotation fixe*, noté A, avec un vitesse
N | angulaire . On place l'origine du référentiel sur
W=oe; K 'axe de rotation et on aligne ¢, avec A .

Le mouvement de chaque point P, de masse
m,, du solide est circulaire, dans un plan
perpendiculaire a & :

Ga =& x OPy = wé, x (daé, + 22)

Uy = dow €4

d, : distance entre m,, et A

* on considéere que les supports de I'axe exercent les forces nécessaires
pour maintenir celui-ci en place au cas ou le solide n’est pas symétrique.
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Solide en rotation autour d’un axe fixe:
moment cinétique

Le moment cinétique du point matériel P, par
rapport au point O est donc:

— (daé’p - ze}) X M dawey

La composante en z du moment cinétique
total est alors:

Lo, :I_:O-é’z = (Zm&li) w=Iaw

Quel que soit le point O appartenant a I’axe, la composante en z du moment
cinétique total est identique.
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EPFL Moments cinétique et d’inertie par rapport a un axe

Définition: Moment cinétique par rapport a un axe A

LA = EO : é’z — <Z m@li) w [kng/s]

Définition: Moment d’inertie par rapport a un axe A

In=) mad [kgm?]
(6}
Si u= ” est un vecteur unitaire paralléle a I'axe de rotation, alors
A\ 2
@2 =O0P2 — (0P, - i)
Ou encore
Faculté 2 2 2 2
H Faculte 5 = -e
des sciences dOA = Ta — <TO‘ | u)
de base
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Moment d’inertie par rapport a un axe, cas continu

m Le passage au cas continu se fait en remplacant la sommation sur l'indice o
par une intégrale sur le volume du solide:

IA:ZQ:madi :>

In = /dm (772 — (7 13’)2) — /p(f’) (F2 — (7~ {"[)2) dV | Moment d’inertie d’un solide par
1%

rapport a un axe A
1%

m Le moment d’inertie est une grandeur purement géométrique, qui dépend
de la répartition de la masse du solide par rapport a I’axe considéré.

m |l caractérise la capacité du solide a s’opposer a une rotation.

m C’est une grandeur extensive.
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.:P.-L Moment d’inertie par rapport a un axe:
énergie cinétique de rotation

m Avec les définitions précédentes, la relation entre le moment cinétique
par rapport a un axe A et le moment d’'inertie 7, est donc:

LA =1Aw Moment cinétique par rapport a un axe A

m L’énergie cinétique de rotation correspond a la somme des énergies cinetiques
de chaque point matériel:

cmrot Z ~mauv (21 \:/_/ (Zmad2> - _IAW

Qt_

_ 1 2 Energie cinétique de rotation
Ecin,rot - §IAW g 9
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Théoreme:

Théoréme du moment cinétique

Pour un solide mobile en rotation autour d’'un axe A fixé, de direction i et passant
par un point O, I'équation d’évolution est:

dw

I R Text . 'l:L)
St ©
Comme le point O est fixe on peut écrire

dLO — ext dl_jo “ S oxt 2 d(LO ﬁ)
- = X — — U= x ’17: — :MeXt 1_[
dt © t o —~— dt 0

di _

dt

dw A
— I R ext.l—[
At o
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=P-L Théoréme du moment cinétique

En revenant a une description en coordonnées
A, cylindriques avec u = €. le moment des forces
externes au point P, par rapport au point O est:

ext ﬁ F’sxt
On développe:
Mext . (da é’p + 24 éz) (Fext + Fext 5 + Fext )

_ d Fext > d Fext 6 + ZFext 6¢ . ZFeXt >

d’'ou la composante en zest: A5 - &, = do F37

" Fac . La composante en z du moment dépend uniquement
de base Co de la composante azimuthale des forces externes et de la
= Swiss distance entre le point d’application et I'axe.
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Théoréme du moment cinétique

Le terme

Mg, it = do F5*:
ne dépend pas de O. Comme précédemment,
on définit le moment des forces externes
par rapport a ’'axe A

ext Z d, FeXt Moment des forces externes par
rapport a 'axe A

Le théoreme du moment cinétique s’écrit alors:

dw . Théoréme du moment cinétique
In— ZX pour un solide en rotation
dt autour d’un axe fixe.
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Exemple: barre homogéene, axe normal, centré  imooc202]

AA

O 1 1

—] ™
-L/2 lledl L2
In = Zma d, In = / 2 py dV
e 1%

Py densité volumique % %}
pi : densité linéique = %}

L/2 £3 +L/2
a= [ e =[]
i —L/2
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EPFL Exemple : cylindre plein, axe du cylindre  imooc20.2]

IAn = / r2pv dV
\‘ 1%

A

dr I dV =rdfdrdz

B M
 7wR2L

i L/2 27 rR
4 IAn = / / / pvr?’ df dr dz
—r/2Jo  Jo
. | -y R ) 1 A
@ ‘ = v L2mr°dr = —p,mLR
/ o /o ’ 2"

Densité volumique : oo

dr | rde
m Faculté i

des sciences 0 Lo 1 9

de base S T > Y In=-MR
= Swiss d\e\i;::‘i:x E 2
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Regle de Huygens-Steiner  [mooc20.2

®* On admet que I'axe A contient le centre de masse du solide.
On veut connaitre le moment d’inertie par rapport a un axe A’ paralléle a A.

In = 20dV
A A/VTP

Inr = /T’deV
1%

= / (cf—l— 7)2 pdV
1%

A/

= /(d2—|—277-cf—i—r2)pdv
v

In = / d?pdV +2d - ( / mzv) — / r2pdV = Md* + I
Vv %4 \%

N—_—— \ / (& /
TV VO
=Md? =0 =Ia
Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023 J.-P. Hogge
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=Pr-L Régle de Huygens-Steiner  (mooc202]

In = Md® + I Régle de Huygens-Steiner

Le moment d’inertie par rapport a un axe quelconque est égal au moment d’inertie
par rapport a un axe passant par le centre de masse, additionné de la masse totale
du solide multipliée par la distance entre les deux axes.

/
A 14
8 Ino = Md?* + Ia
m Faculté

des sciences
de base

m Swiss
Plasma
Center Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023 J.-P. Hogge 11.02: Statique et dynamique du solide



=Pi-L

m Faculté
des sciences
de base

m Swiss
Plasma
Center

Analogies entre mouvement translationnel et

mouvement de rotation

Translation Rotation

Position r(x,y,z) = 7(t) ¢ = ¢(t)
Vitesse = do -

g & e N

dt dt

Accélération L du d@

= =
Energie cinétique . 1 :

Ecin 5771’02 ECin — %IA w2

Opposition au mvt

IA = Zr?dmi

Cause de l'accélération

Force F

Moment Ma

Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023
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Analogies entre mouvement translationnel et

Translation Rotation

mouvement de rotation

Lois du mouvement p=mu Lan =Iaw
F == - =
dt Ma==5
F =ma Ma =1Ia7y
Lois de conservations Fext _ M = 0
— —
7= cst LA = cst

Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023
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EP.-L Solide en rotation autour d’un axe fixe:
! Exemple: Pendule physique
On considére un pendule de masse m et de moment d’inertie |5 par rapport a un axe

perpendiculaire a la feuille et passant par le centre de masse. Le systeme est en rotation autour
d’'un axe A passant par O, lui aussi perpendiculaire a la feuille, et situé a une distance | de G.

1>

LA:Lo-gzzlA@- z:IAw

Cb

MO:léTXMg

MA = MO -éz = —Mgl sin 0

dL .
—2 = Ma In0 =—Mgl sin6
dt
. Mgl Mgl
. . . 0 —_ _ I 0 —
Petits des petits angles: In W N
, Huygens-Steiner: I = Ig + Mi1? > MI?
m Faculté
des sciences
de base La fréquence angulaire du pendule physique est inférieure a celle du pendule mathématique

m Swiss équivalent (toute la masse concentrée en 1 PM situé en G)
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cP=L Solide en rotation autour d’un axe de direction fixe

! (mouvement plan-sur-plan)

m Application: cylindre plein, roulant sans glisser sur un plan incliné:

m On peut choisir un axe A passant par le centre de masse....

1 dw
Moment d'inertie: 1A, = §MR2 Th. moment cinétique: IAGE = ZX;’

Moment des forces externes: MZXC'; =M ffé"“ = R|Fkott]

m Faculté
des sciences
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cP=L Solide en rotation autour d’un axe de direction fixe

! (mouvement plan-sur-plan)

m Application: cylindre plein, roulant sans glisser sur un plan incliné:

m ...ou un axe A4 passant par le point de contact
entre le cylindre et le plan incline.

3
Moment d’inertie: In, = Ian, + MR? = §MR2
Huygher:;—Steiner
Th. moment cinétique: I dw _ 5 rext
' ’ AA dt AA
Moment des forces externes: Mext = Mg = M|q|R 0 — R d_w = dv—G = 2 sin 6
| - 9172 sin a — ar 37
. 1 1 1
. L . . 1 . ) )
acte Energie cinétique : Koenig2:  Egjp = 2MvG + By — Eoipn = §MUG + §IAGW
de base
m Swiss
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“L’essentiel dans I'éducation, ce n'est pas la
doctrine enseignee, c'est I'évell.”
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Annexe: cas general, tenseur d’inertie.

Dynamique du solide:
Cas général. Tenseur d’inertie.
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.:P.=L Cas général: Moment cinétique par rapport au centre de
=i masse, tenseur d’inertie.

m On se propose de calculer le moment cinétique et le
moment d’inertie du solide S de vecteur de rotation
instantanée &(t) par rapport au centre de masse G.

On garde une description discréte par souci de
légéreté.

/

m Le moment cinétique par rapport au centre de masse G est donné par:

Lo = Z{Cﬁ’a X ma(ﬁ X Cﬁ)a)}

soit, en utilisant @ x (bx &) =b(a@-¢) —&(@-b)

m Faculté

des sciences EG = Z Mg [(@a . G?a)@) - (G?a ’ Q)(ﬁ)@]

de base

m Swiss
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.:P.=L Cas général: Moment cinétique par rapport au centre de
=i masse, tenseur d’inertie.

m La composante i du moment cinétique s’écrit:

LG,i:Zma |Cﬁa|2wi_ ZGPOA,jwj GR.

J

m Comme on désire séparer les caractéristiques qui ne dépendent que du solide de celles qui
dépendent de la dynamique, on réécrit le terme

GEL P wi = [GEL S 6 w;
J

ou on a introduit le symbole de Kronecker

LG,L- = Zma |Cﬁa|2 2523 Wi — ZGPOé,j Wy GPa’i
o 7 J

m Faculté
des sciences
de base

m Swiss
Plasma
Center Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023 J.-P. Hogge 11.02: Statique et dynamique du solide 40



=Pi-L

m Faculté
des sciences
de base

m Swiss
Plasma
Center

Cas général: Moment cinétique par rapport au centre de
masse, tenseur d’inertie.

m En intervertissant les sommations sur j et sur a il vient:

LGi:ZZma |G?a|2 7,] GPajGPaz

J

Z IG” Wy

ou I'on définit le tenseur d’'inertie par rapport au centre de masse:

IGU = Zma [|@a|2 5ij — GPa,jGBx,i]

m Ainsi, le moment cinétique est :

. IG11 IG12 IG13 w1
Lg=Igw= IG21 IG22 IG23 w2
IG31 IG32 IG33 w3

Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023 J.-P. Hogge
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EPFL Tenseur d’inertie par rapport au point G

m En écrivant

Cﬁa - Ya

le tenseur d’inertie s’écrit:

((Dma (Wat2) =D MaZala  —) MaTaZa )
(03 (07 (83
IG: —Zmafﬂaya Zma (ZIT?X—I—Z?M) —Zmayaza
(6] (6 (07
\ =2 MaTaza =) MaYaZa ) ma (25 +y0)
; : : /

m Faculté

des sciences . .

de base Tenseur d’inertie par rapport
= Swiss au centre de masse G

Plasma
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=P-L Propriétés du tenseur d’inertie

m Sans démonstration: comme le tenseur d’inertie est réel et symétrique, il existe toujours un
repére (= repere d’'inertie) dans lequel il s’écrit sous forme de matrice diagonale.

I, 0 0
Ic=| 0 Ig, O
0 0 g,

m Sile solide présente des plans ou des axes de symétrie, ceux-ci sont perpendiculaires ou
coincident avec les axes principaux du repére d’inertie.

Exemples: Sphere, cylindre, disque, cdne, cube, etc

m Faculté
des sciences
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cP=L Energie cinétique d’un solide en mouvement
quelconque

m La vitesse d'un point quelconque P, d'un solide de centre de masse G est
donnée par:

T = e + (& x GPy)

m L’énergie cinétique totale est donc la somme des énergie cinétiques de tous les
points matérieIS'

. Z Mg, V _Z%ma<ﬁg+(ﬁxﬁ))2
_Z Mo Te _|_Z maUc ﬁx(ﬁ —|—Z maﬁX@f

m En utilisant I'dentité vectorielle

(a><5>-(5><d‘> :(5-5>(5-CZ)—(5-J> (5-5)

il vient:
m Faculté ] 1 |
des sciences
= 2 — 2 2 2
:ef»ase Bein = 5 Mic® + 5 T - (@ x> maGPy) + > 5 Ma [IW GP.? — (& -GP,) }
m Swiss &

Plasma ~ ~
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cP=L Energie cinétique d’un solide en mouvement

quelconque
m Les deux derniers termes peuvent étres réécrits comme
2 7% 2 2 2 2 ? 2 ? 2
WGP = (wf +w +w3) [GPal® = ) |GPal* wiw; 0y
2 1,J
? 2
ﬁ -G a) = (sz GPOQ) = ZGPOéi GPaj Wi Wj
i @]
m Et on trouve donc pour I'énergie cinétique:
1 5 1 ﬁ; 2
EcinziM'UG +§Zwl Zma |G a| 5ij_GPa¢GPaj Wy
@,J o J
Ig,;
1, o5 1 1, 5 1
E., = 3 Mva* + 5 Zw,— Ig,, wj = 3 Muvg© + 5 Zwi ZIGM Wi
@] i J
m Faculté =(Ig@);
des sciences 1 5 1
de base Ecin = 5 Mug ~ + 5(“‘_5 ’ (IG (D)
m Swiss
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Equations de la dynamique:

Madg = Fext

Equilibre statique:

Dynamique du solide: résumé (1)

+ théoremes de transfert / Koenig

Y O € référentiel

Le moment cinétique n'est en général pas parallele au vecteur instantané de rotation

Solide en rotation autour d’'une axe fixe:

LA = IAW
dw
IAn— =
2t A
1
Ecin,rot - §IAW2

ext

LAG = IAGw

dw ext
fac gy = Ma
* 1 2
cin — 5 Ag W

m Analogies entre le mouvement de translation et le mouvement de rotation
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EPFL Dynamique du solide: résumé (2)

m Cas général

. IG11 IG12 IG13 w1
LG = IG W = IG21 IG22 IG23 o))
IG31 IG32 IG33 w3

IGij = Zma [|@a|2 5ij - GPa,jGPa,i}

m Repere d'inertie:

Ia,, O 0
I = 0 Ig, O
0 0 Ig.,
m Energie cinétique:
m Faculté
des sciences 1 1
debase Ecin = 3 Mg ? + 555 - (lg @)
m Swiss
Plasma
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