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Aujourd’hui

Dynamique du solide: équilibre statique.
Exemple: Pont à treillis

Cas particulier : solide en rotation autour d’un axe fixe D.
Moment cinétique par rapport à l’axe D
Moment d’inertie par rapport à l’axe D
Energie cinétique de rotation
Théorème du moment cinétique
Moment des forces par rapport à l’axe D.

Exemples de calcul de moment d’inertie par rapport à un axe
Règle de Huygens-Steiner
Analogies entre mouvement translationnel et rotationnel
Exemple: pendule physique
Exemple: cylindre sur plan incliné

Annexe: Moment cinétique d’un solide: cas général
Tenseur d’inertie
Energie cinétique
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Solide indéformable: remarque préliminaire

Comme un solide indéformable est un cas particulier de système de points 
matériels, les lois de la dynamique :

… le théorème de transfert: 

… et les théorèmes de Koenig I et II

sont toujours valables!

M~aG = ~F ext d~LO

dt
= ~M ext

O

~LA = ~LO +
�!
AO ^M~vG

Ecin =
1

2
Mv2G + E⇤

cin

~LA =
�!
AG ^M~vG + ~LG

⇤

d~LA

dt
= �~vA ^M~vG + ~M ext

A
<latexit sha1_base64="ki6qWyP/61rVXLpMFtuxG1alrRM="></latexit>
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⇢
~r↵ = cst
~v↵ = 0

8↵ 2 système
<latexit sha1_base64="2JaTX4xQqqjvvZK9xuQ01LhuLvQ="></latexit><latexit sha1_base64="2JaTX4xQqqjvvZK9xuQ01LhuLvQ="></latexit><latexit sha1_base64="2JaTX4xQqqjvvZK9xuQ01LhuLvQ="></latexit><latexit sha1_base64="2JaTX4xQqqjvvZK9xuQ01LhuLvQ="></latexit>
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8O 2 référentiel

8
>>><

>>>:

d~p

dt
= 0

d~LO

dt
= 0

Système à l’équilibre statique

Un système de points matériels (et en particulier un solide) est à l’équilibre
statique si

On en tire que la quantité de mouvement et le moment cinétique sont nuls

et on établit les Conditions d’équilibre

8
>>><

>>>:

~p =
X

↵

m↵ ~v↵ = 0

~LO =
X

↵

~r↵ ⇥m↵ ~v↵ = 0

8O 2 référentiel
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Exemple de statique: pont à treillis 
Voir 11.03 
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Dynamique du solide:
Cas particulier d’un solide en rotation

autour d’un axe fixe
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Corps solide en rotation autour d’un axe fixe. 
Direction du moment cinétique

d

q

Δ

C

m

m

On considère un solide simple, formé de deux points matériels de masse m, liés
rigidement par une tige de masse nulle, et d’un axe D (noté en vert) lui aussi de 
masse nulle, maintenu en place à ses extrémités. Le vecteur reliant les deux
masses fait un angle q avec D. 

~LC

~LC1

~LC2
~r2

~r1

~v1

Cet exemple illustre le fait que le moment 
cinétique n’est en général pas parallèle à
l’axe de rotation, sauf si celui-ci est sur un 
axe de symétrie du solide. Cela se traduit
par l’apparition de moments exercés par le 
support de  l’axe et vice-versa. 

~v2

~!
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Corps solide en rotation autour d’un axe fixe. 
Direction du moment cinétique

d

q

Δ

C

m

m

Quelle est la direction des forces exercées par le support sur l’axe ?

~LC1

~LC2
~r2

~r1

~v1

~v2

~!

~LC(t)
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Corps solide en rotation autour d’un axe fixe. 
Direction du moment cinétique

d

q

Δ

C

m

m

Quelle est la direction des forces exercées par le support sur l’axe ?

~LC1

~LC2
~r2

~r1

~v1

Le système que nous considérons est :
2 masses + tige + axe

Entre l’instant t et l’instant t+Dt le moment 
cinétique par rapport à C varie de
Le moment des forces externes doit être
parallèle à . Elles sont donc dans le plan 
formé par la tige et l’axe.
Les forces ‘tournent’ avec l’axe

Application: 
équilibrage des roues de voitures. 

~v2

~!

~LC(t)

~LC(t+�t)

�~LC

�~LC

�~LC

~FS!A

~FS!A
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C

LC,1LC,3

LC,2 LC,4

m m

m m

LC

w

r1r3

r2 r4

d

Δ

Si le système est symétrique par 
rapport à l’axe de rotation, alors le 
moment cinétique est parallèle à l’axe.

Corps solide en rotation autour d’un axe fixe. 
Direction du moment cinétique
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Solide en rotation autour d’un axe fixe

~̂ex

~̂ey

~̂ez

~̂e⇢

~̂e�

~̂ez

m↵

~! = �̇ ~̂ez

~v↵ = ⇢! ~̂e�

�

✓
~̂er

~̂e✓~̂ez

M~g

G

O
l

~! = ✓̇ ~̂ez

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

~̂ex

~̂ey

~̂ez

R

O

G

A

↵

~N

~Ffrott

�G

�

M~g

Axe fixe: direction fixe par rapport au référentiel d’inertie
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Solide en rotation autour d’un axe fixe:
vitesse

On considère un solide tournant autour d’un axe 
de rotation fixe*, noté , avec un vitesse
angulaire . On place l’origine du référentiel sur 
l’axe de rotation et on aligne avec     .

~!

~̂ex

~̂ey

~̂ez

~̂e⇢

~̂e�

~̂ez

m↵
d↵

P↵

��!
OP↵

⇢

z

�

~! = �̇ ~̂ez

~v↵ = ⇢! ~̂e�~LO↵LO↵,z

� �

�~̂ez

Le mouvement de chaque point Pa de masse 
ma du solide est circulaire, dans un plan 
perpendiculaire à : 

~v↵ = ~! ⇥��!
OP↵ = !~̂ez ⇥

⇣
d↵~̂e⇢ + z~̂ez

⌘

~v↵ = d↵! ~̂e�

* on considère que les supports de l’axe exercent les forces nécessaires
pour  maintenir celui-ci en place au cas où le solide n’est pas symétrique.

~!

d↵ : distance entre m↵ et �
<latexit sha1_base64="El/opyylqc4lWwuICjwtcwCRBP8=">AAACJnicbVDLSgNBEJz1bXxFPXoZDIKnsBsFRRACevCoYFTIhtA72zGDs7PLTK8YlnyNF3/FiwdFxJuf4uQh+GoYKKqqu6crypS05Pvv3sTk1PTM7Nx8aWFxaXmlvLp2YdPcCGyIVKXmKgKLSmpskCSFV5lBSCKFl9HN0UC/vEVjZarPqZdhK4FrLTtSADmqXT6M2yGorAv8gIeEd1TEbilogRw1GeT95MswkjkS530eHqMiaJcrftUfFv8LgjGosHGdtsvPYZyKPHGzhQJrm4GfUasAQ1Io7JfC3GIG4gausemghgRtqxie2edbjol5JzXuaeJD9ntHAYm1vSRyzgSoa39rA/I/rZlTZ79VSJ3lhFqMFnVyxSnlg8x4LA0KUj0HQBjp/spFFwwIcsmWXAjB75P/gotaNdip1s52K/XaOI45tsE22TYL2B6rsxN2yhpMsHv2yJ7Zi/fgPXmv3tvIOuGNe9bZj/I+PgH9paVo</latexit>
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Solide en rotation autour d’un axe fixe: 
moment cinétique

~̂ex

~̂ey

~̂ez

~̂e⇢

~̂e�

~̂ez

m↵
d↵

P↵

��!
OP↵

⇢

z

�

~! = �̇ ~̂ez

~v↵ = ⇢! ~̂e�~LO↵LO↵,z

� Le moment cinétique du point matériel Pa par 
rapport au point O est donc: 

~LO↵ =
��!
OP↵ ⇥m↵~v↵

=
⇣
d↵~̂e⇢ + z~̂ez

⌘
⇥m↵d↵!~̂e�

= m↵d
2
↵
! ~̂ez �m↵d↵z! ~̂e⇢

La composante en z du moment cinétique
total est alors: 

LOz = ~LO · ~̂ez =

 
X

↵

m↵d
2
↵

!
! = I� !

Quel que soit le point O appartenant à l’axe, la composante en z du moment 
cinétique total est identique.
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Moments cinétique et d’inertie par rapport à un axe

Définition: Moment d’inertie par rapport à un axe D
⇥
kgm2

⇤

Si est un vecteur unitaire parallèle à l’axe de rotation, alors~̂u =
~!

!

d↵

�

O

P↵

~̂u

Définition: Moment cinétique par rapport à un axe D

L� = ~LO · ~̂ez =

 
X

↵

m↵d
2
↵

!
!

⇥
kgm2/s

⇤

~r↵ =
��!
OP↵

~r↵ · ~̂u =
��!
OP↵ · ~̂u

ou encore 

I� =
X

↵

m↵d
2
↵

d
2
↵ =

��!
OP

2
↵ �

⇣��!
OP↵ · ~̂u

⌘2

d2↵ = ~r2↵ �
⇣
~r↵ · ~̂u

⌘2
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Moment d’inertie par rapport à un axe, cas continu

Le moment d’inertie est une grandeur purement géométrique, qui dépend
de la répartition de la masse du solide par rapport à l’axe considéré.

Il caractérise la capacité du solide à s’opposer à une rotation.

C’est une grandeur extensive.  

Le passage au cas continu se fait en remplaçant la sommation sur l’indice a
par une intégrale sur le volume du solide:

I� =
X

↵

m↵d
2
↵

Moment d’inertie d’un solide par 
rapport à un axe D

I� =

Z

V

dm
⇣
~r 2 � (~r · ~̂u)2

⌘
=

Z

V

⇢(~r)
⇣
~r 2 � (~r · ~̂u)2

⌘
dV
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Moment d’inertie par rapport à un axe: 
énergie cinétique de rotation

Avec les définitions précédentes, la relation entre le moment cinétique
par rapport à un axe D et le moment d’inertie est donc:

L� = I� !

L’énergie cinétique de rotation correspond à la somme des énergies cinétiques
de chaque point matériel: 

Ecin,rot =
X

↵

1

2
m↵v

2
↵ =|{z}

v↵=d↵!

1

2

 
X

↵

m↵d
2
↵

!
!2 =

1

2
I�!

2

Ecin,rot =
1

2
I�!

2

I�

Moment cinétique par rapport à un axe D

Energie cinétique de rotation
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Théorème du moment cinétique

Théorème:
Pour un solide mobile en rotation autour d’un axe D fixé, de direction       et passant 
par un point O, l’équation d’évolution est: 

~̂u

Comme le point O est fixe on peut écrire

I�
d!

dt
= ~M ext

O
· ~̂u

d~LO

dt
= ~M ext

O
=) d~LO

dt
· ~̂u = ~M ext

O
· ~̂u =)|{z}

d~̂u
dt =0

d
⇣
~LO · ~̂u

⌘

dt
= ~M ext

O
· ~̂u

=) I�
d!

dt
= ~M ext

O
· ~̂u
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Théorème du moment cinétique

En revenant à une description en coordonnées
cylindriques avec le moment des forces 
externes au point Pa par rapport au point O est:

~̂u ⌘ ~̂ez

~̂ex

~̂ey

~̂e⇢

~̂e�

~̂ez

m↵
d↵

P↵

⇢

z

�

~! = �̇ ~̂ez

�

~̂u ⌘ ~̂ez

F ext
�

O

��!
OP↵

~M ext
O

· ~̂u

~M
ext
O,↵

=
��!
OP↵ ^ ~F

ext
↵

On développe:

~M ext
O,↵

=
⇣
d↵ ~̂e⇢ + z↵ ~̂ez

⌘
^
⇣
F ext
⇢,↵

~̂e⇢ + F ext
�,↵

~̂e� + F ext
z,↵

~̂ez
⌘

= d↵ F ext
�,↵ ~̂ez � d↵ F ext

z,↵ ~̂e� + z F ext
⇢,↵ ~̂e� � z F ext

�,↵ ~̂e⇢

d’où la composante en z est: ~M ext
O,↵

· ~̂ez = d↵F
ext
�,↵

La composante en z du moment dépend uniquement
de la composante azimuthale des forces externes et de la 
distance entre le point d’application et l’axe.
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Théorème du moment cinétique

Le terme

ne dépend pas de O. Comme précédemment, 
on définit le moment des forces externes
par rapport à l’axe D

Le théorème du moment cinétique s’écrit alors:

M ext
� =

X

↵

d↵ F ext
�,↵

~̂ex

~̂ey

~̂e⇢

~̂e�

~̂ez

m↵
d↵

P↵

⇢

z

�

~! = �̇ ~̂ez

�

~̂u ⌘ ~̂ez

F ext
�

O

��!
OP↵

~M ext
O

· ~̂u

~M ext
O,↵

· ~̂u = d↵F
ext
�,↵

Théorème du moment cinétique
pour un solide en rotation 
autour d’un axe fixe.

Moment des forces externes par 
rapport à l’axe D

I�
d!

dt
= M ext

�
<latexit sha1_base64="WFweOzB7qmd6lOtD/CeE8WFuuJg=">AAACHHicbVDLSgNBEJz1bXxFPXoZDIKnsKuCuQiCHvQgRDAPyMYwO9sbB2cfzPSKYdkP8eKvePGgiBcPgn/jJNmDGgsaiqpuuru8RAqNtv1lTU3PzM7NLyyWlpZXVtfK6xtNHaeKQ4PHMlZtj2mQIoIGCpTQThSw0JPQ8m5Phn7rDpQWcXSFgwS6IetHIhCcoZF65f3znnsKEhl1A8V45rtxCH2WZz7m9IheFO515iLcY2Yqz3vlil21R6CTxClIhRSo98ofrh/zNIQIuWRadxw7wW7GFAouIS+5qYaE8VvWh46hEQtBd7PRczndMYpPg1iZipCO1J8TGQu1HoSe6QwZ3ui/3lD8z+ukGNS6mYiSFCHi40VBKinGdJgU9YUCjnJgCONKmFspv2EmJDR5lkwIzt+XJ0lzr+rsV/cuDyrHtSKOBbJFtskuccghOSZnpE4ahJMH8kReyKv1aD1bb9b7uHXKKmY2yS9Yn9++/aJp</latexit>
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Exemple: barre homogène, axe normal, centré

Hypothèse:
L >> section

I� =
X

↵

m↵ d2↵ I� =

Z

V
r2⇢v dV

⇢v : densité volumique = M
V

h
kg
m3

i

⇢l : densité linéique = M
L

h
kg
m

i

I� =

L/2Z

�L/2

(⇢ldl) l
2 = ⇢l


`3

3

�+L/2

�L/2

=
⇢lL3

12
=

ML2

12

[mooc 20.2]
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Densité volumique : 

z

0

x

y

dz

dθ

dθdr

r

r

I� =

Z

V
r2⇢v dV

dV = rd✓ dr dz

⇢v =
M

⇡R2L

I� =

Z L/2

�L/2

Z 2⇡

0

Z R

0
⇢vr

3 d✓ dr dz

=

Z R

0
⇢v L2⇡r

3dr =
1

2
⇢v⇡LR

4

I� =
1

2
MR2

Exemple : cylindre plein, axe du cylindre [mooc 20.2]
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Règle de Huygens-Steiner [mooc 20.2]

�
�0

~r

~r 0

~d ⇢dV

CM

• On admet que l’axe D contient le centre de masse du solide. 
On veut connaître le moment d’inertie par rapport à un axe D’ parallèle à D. 

V
I�0 =

Z

V
r02⇢dV

=

Z

V
(~d+ ~r)2⇢dV

=

Z

V
(d2 + 2~r · ~d+ r2)⇢dV

I� =

Z

V
r2⇢dV

I�0 =

Z

V
d2⇢dV

| {z }
=Md2

+2~d ·
✓Z

V
~r⇢dV

◆

| {z }
=0

+

Z

V
r2⇢dV

| {z }
=I�

= Md2 + I�
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Règle de Huygens-Steiner

�
�0

~r

~r 0

~d ⇢dV

Le moment d’inertie par rapport à un axe quelconque est égal au moment d’inertie
par rapport à un axe passant par le centre de masse, additionné de la masse totale
du solide multipliée par la distance entre les deux axes.

V

G I�0 = Md2 + I�

I�0 = Md2 + I� Règle de Huygens-Steiner

[mooc 20.2]
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Analogies entre mouvement translationnel et 
mouvement de rotation

Translation Rotation

Position

Vitesse

Accélération

Energie cinétique

Opposition au mvt

Cause de l’accélération

~r(x, y, z) = ~r(t) � = �(t)

~v =
d~r

dt

~a =
d~v

dt

Ecin =
1

2
mv2

m =
X

i

mi

Force ~F

~! =
d�

dt
~̂e�

~� =
d~!

dt

Ecin =
1

2
I� !2

I� =
X

i

r2i dmi

Moment M�
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Translation Rotation
Lois du mouvement

Lois de conservations

=)=)

Analogies entre mouvement translationnel et 
mouvement de rotation

~p = m~v

~F =
d~p

dt

~F = m~a

~F ext = 0

~p = cst

L� = I� !

M� =
dL�

dt

M� = I� �

M ext
� = 0

L� = cst
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On considère un pendule de masse m et de moment d’inertie IG par rapport à un axe 
perpendiculaire à la feuille et passant par le centre de masse. Le système est en rotation autour
d’un axe D passant par O, lui aussi perpendiculaire à la feuille, et situé à une distance    de G.l

✓
~̂er

~̂e✓~̂ez

M~g

G

O
l

~! = ✓̇ ~̂ez

dL�

dt
= M�

Petits des petits angles:

Huygens-Steiner: I� = IG +Ml2 > Ml2

La fréquence angulaire du pendule physique est inférieure à celle du pendule mathématique
équivalent (toute la masse concentrée en 1 PM situé en G) 

L� = ~LO · ~̂ez = I� ~! · ~̂ez = I� !

~MO = l ~̂er ⇥M~g

M� = ~MO · ~̂ez = �Mgl sin ✓

I� ✓̈ = �Mgl sin ✓

✓̈ = �Mgl

I�
✓ ! =

r
Mgl

I�

Solide en rotation autour d’un axe fixe: 
Exemple: Pendule physique



Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023 11.02: Statique et dynamique du solide

Faculté 
des sciences
de base

Swiss
Plasma
Center J.-P. Hogge 35

Application: cylindre plein, roulant sans glisser sur un plan incliné:

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

~̂ex

~̂ey

~̂ez

R

O

G

A

↵

~N

~Ffrott

�G

M~g

Solide en rotation autour d’un axe de direction fixe
(mouvement plan-sur-plan)

On peut choisir un axe       passant par le centre de masse…. �G
<latexit sha1_base64="zTDoD57f5eeKkn6rmKNndz9HWKA=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9FhQ0GMF+wFtKJvtpF262cTdjVBC/4QXD4p49e9489+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6jhVDBssFrFqB1Sj4BIbhhuB7UQhjQKBrWB0PfVbT6g0j+WDGSfoR3QgecgZNVZqd29QGNq77ZXKbsWdgSwTLydlyFHvlb66/ZilEUrDBNW647mJ8TOqDGcCJ8VuqjGhbEQH2LFU0gi1n83unZBTq/RJGCtb0pCZ+nsio5HW4yiwnRE1Q73oTcX/vE5qwis/4zJJDUo2XxSmgpiYTJ8nfa6QGTG2hDLF7a2EDamizNiIijYEb/HlZdKsVrzzSvX+olyr5nEU4BhO4Aw8uIQa3EEdGsBAwDO8wpvz6Lw4787HvHXFyWeO4A+czx+neo+q</latexit>

I�G =
1

2
MR2

<latexit sha1_base64="9oPNzDg/d4SAkaJEX8DL92Twu6Q=">AAACCXicbVDLSsNAFJ34rPUVdelmsAiuShIF3QgFBXUhVLEPaGKYTCft0MkkzEyEErJ146+4caGIW//AnX/jtM1CWw9cOJxzL/feEySMSmVZ38bc/MLi0nJppby6tr6xaW5tN2WcCkwaOGaxaAdIEkY5aSiqGGkngqAoYKQVDM5GfuuBCEljfqeGCfEi1OM0pBgpLfkmvPIz95wwhfyLHJ5CNxQIZ3aeOTm8hrf3jm9WrKo1BpwldkEqoEDdN7/cbozTiHCFGZKyY1uJ8jIkFMWM5GU3lSRBeIB6pKMpRxGRXjb+JIf7WunCMBa6uIJj9fdEhiIph1GgOyOk+nLaG4n/eZ1UhSdeRnmSKsLxZFGYMqhiOIoFdqkgWLGhJggLqm+FuI90FkqHV9Yh2NMvz5KmU7UPq87NUaXmFHGUwC7YAwfABsegBi5BHTQABo/gGbyCN+PJeDHejY9J65xRzOyAPzA+fwAhPJii</latexit>

I�G

d!

dt
= M ext

�G

M ext
�G

= M
~Ffrott
�G

= R |~Ffrott|
<latexit sha1_base64="R7pU+2wKJLyPD2dzdwPeH17Y9FA="></latexit>

�A
<latexit sha1_base64="gpi0Ll6H6C60R8APvXh4jI8kRNg=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9FjRg8cK9gPaUDbbSbt0s4m7G6GE/gkvHhTx6t/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8HoZuq3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqzU7t6iMLR33SuV3Yo7A1kmXk7KkKPeK311+zFLI5SGCap1x3MT42dUGc4ETordVGNC2YgOsGOppBFqP5vdOyGnVumTMFa2pCEz9fdERiOtx1FgOyNqhnrRm4r/eZ3UhFd+xmWSGpRsvihMBTExmT5P+lwhM2JsCWWK21sJG1JFmbERFW0I3uLLy6RZrXjnler9RblWzeMowDGcwBl4cAk1uIM6NICBgGd4hTfn0Xlx3p2PeeuKk88cwR84nz+eYo+k</latexit>

Moment d’inertie: Th. moment cinétique:

Moment des forces externes:
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Application: cylindre plein, roulant sans glisser sur un plan incliné:

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

~̂ex

~̂ey

~̂ez

R

O

G

A

↵

~N

~Ffrott

�G

M~g

Solide en rotation autour d’un axe de direction fixe
(mouvement plan-sur-plan)

… ou un axe       passant par le point de contact 
entre le cylindre et le plan incline.

�A
<latexit sha1_base64="gpi0Ll6H6C60R8APvXh4jI8kRNg=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9FjRg8cK9gPaUDbbSbt0s4m7G6GE/gkvHhTx6t/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8HoZuq3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqzU7t6iMLR33SuV3Yo7A1kmXk7KkKPeK311+zFLI5SGCap1x3MT42dUGc4ETordVGNC2YgOsGOppBFqP5vdOyGnVumTMFa2pCEz9fdERiOtx1FgOyNqhnrRm4r/eZ3UhFd+xmWSGpRsvihMBTExmT5P+lwhM2JsCWWK21sJG1JFmbERFW0I3uLLy6RZrXjnler9RblWzeMowDGcwBl4cAk1uIM6NICBgGd4hTfn0Xlx3p2PeeuKk88cwR84nz+eYo+k</latexit>

�A
<latexit sha1_base64="gpi0Ll6H6C60R8APvXh4jI8kRNg=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9FjRg8cK9gPaUDbbSbt0s4m7G6GE/gkvHhTx6t/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8HoZuq3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqzU7t6iMLR33SuV3Yo7A1kmXk7KkKPeK311+zFLI5SGCap1x3MT42dUGc4ETordVGNC2YgOsGOppBFqP5vdOyGnVumTMFa2pCEz9fdERiOtx1FgOyNqhnrRm4r/eZ3UhFd+xmWSGpRsvihMBTExmT5P+lwhM2JsCWWK21sJG1JFmbERFW0I3uLLy6RZrXjnler9RblWzeMowDGcwBl4cAk1uIM6NICBgGd4hTfn0Xlx3p2PeeuKk88cwR84nz+eYo+k</latexit>

I�A = I�G +MR2

| {z }
Huyghens-Steiner

=
3

2
MR2

<latexit sha1_base64="hjHUmAOGjJeIPDxkONF//aZSUNM="></latexit>

I�A

d!

dt
= M ext

�A
<latexit sha1_base64="0rYxZ99VF5J2fbndpp5G7Wd5sTg=">AAACJHicbVDLSgMxFM34tr6qLt0Ei+CqzFRBQQRFF7oQFKwKnTpkMndqMPMguSOWMB/jxl9x48IHLtz4Laa1C18HLhzOOZfknjCXQqPrvjtDwyOjY+MTk5Wp6ZnZuer8wpnOCsWhyTOZqYuQaZAihSYKlHCRK2BJKOE8vN7r+ec3oLTI0lPs5tBOWCcVseAMrRRUtw4D4++DRBbsltSPFeMm8rMEOqw0EZZ0mx59S1waH+EWjZ2yDKo1t+72Qf8Sb0BqZIDjoPriRxkvEkiRS6Z1y3NzbBumUHAJZcUvNOSMX7MOtCxNWQK6bfpHlnTFKhGNM2UnRdpXv28YlmjdTUKbTBhe6d9eT/zPaxUYb7aNSPMCIeVfD8WFpJjRXmM0Ego4yq4ljCth/0r5FbNFoe21Ykvwfp/8l5w16t5avXGyXttpDOqYIEtkmawSj2yQHXJAjkmTcHJHHsgTeXbunUfn1Xn7ig45g51F8gPOxydnUKXj</latexit>

M ext
�A

= MM~g
�A

= M |~g|R sin ✓
<latexit sha1_base64="AQm/iMjrq3aXGK+92LvxxeM5HCU="></latexit>

R
d!

dt
=

dvG
dt

=
2

3
g sin ✓

<latexit sha1_base64="SaW4hV8wRtelRpdEUC+TV82CzPA=">AAACMXicbVDLSsNAFJ34tr6qLt0MFsGFlKQVdCMILnSpYh/QlDKZ3LSDk0mYuRFKyC+58U/EjQtF3PoTTh+CrwMDh3Pu4c49QSqFQdd9dmZm5+YXFpeWSyura+sb5c2tpkkyzaHBE5nodsAMSKGggQIltFMNLA4ktILbs5HfugNtRKJucJhCN2Z9JSLBGVqpV764pv4B9SPNeB76SQx9VuQhFvTkS7zrnf9UakVeL/yD/jhohPJxAMh65Ypbdcegf4k3JRUyxWWv/OiHCc9iUMglM6bjuSl2c6ZRcAlFyc8MpIzfsj50LFUsBtPNxxcXdM8qIY0SbZ9COla/J3IWGzOMAzsZMxyY395I/M/rZBgdd3Oh0gxB8cmiKJMUEzqqj4ZCA0c5tIRxLexfKR8wWwvakku2BO/3yX9Js1b16tXa1WHltDatY4nskF2yTzxyRE7JBbkkDcLJPXkiL+TVeXCenTfnfTI640wz2+QHnI9P77ipaA==</latexit>

Moment d’inertie:

Th. moment cinétique:

Moment des forces externes:

Energie cinétique :  Koenig 2: Ecin =
1

2
Mv2G + E⇤

cin Ecin =
1

2
Mv2G +

1

2
I�G!

2
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“L’essentiel dans l’éducation, ce n’est pas la 
doctrine enseignée, c’est l’éveil.”

Ernest Renan / Souvenirs d’enfance
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Annexe: cas general, tenseur d’inertie.

Dynamique du solide:
Cas général. Tenseur d’inertie.
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Le moment cinétique par rapport au centre de masse G est donné par:

soit, en utilisant

Cas général: Moment cinétique par rapport au centre de 
masse, tenseur d’inertie.VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

R

S
G P↵

~!(t)

On se propose de calculer le moment cinétique et le 
moment d’inertie du solide S de vecteur de rotation 
instantanée par rapport au centre de masse G.

On garde une description discrète par souci de 
légèreté.

~!(t)

~LG =
X

↵

{��!GP↵ ⇥m↵

��!! ⇥��!
GP↵

�
}

~a⇥ (~b⇥ ~c) = ~b (~a · ~c)� ~c (~a ·~b)

~LG =
X

↵

m↵

⇥
(
��!
GP↵ ·��!GP↵)~! � (

��!
GP↵ · ~!)��!GP↵

⇤
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Cas général: Moment cinétique par rapport au centre de 
masse, tenseur d’inertie.

La composante i du moment cinétique s’écrit:

Comme on désire séparer les caractéristiques qui ne dépendent que du solide de celles qui 
dépendent de la dynamique, on réécrit le terme

où on a introduit le symbole de Kronecker

LG,i =
X

↵

m↵

2

4|��!GP↵|2 !i �

0

@
X

j

GP↵,j !j

1

A GP↵,i

3

5

|��!GP↵|2 !i = |��!GP↵|2
X

j

�ij !j

�ij =

⇢
1 si i = j
0 si i 6= j

LGi =
X

↵

m↵

2

4|��!GP↵|2
X

j

�ij !j �

0

@
X

j

GP↵,j !j

1

A GP↵,i

3

5
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Cas général: Moment cinétique par rapport au centre de 
masse, tenseur d’inertie.

En intervertissant les sommations sur j et sur a il vient:

où l’on définit le tenseur d’inertie par rapport au centre de masse:

Ainsi, le moment cinétique est :

~LG = IG ~! =

0

@
IG11 IG12 IG13

IG21 IG22 IG23

IG31 IG32 IG33

1

A

0

@
!1

!2

!3

1

A

Tenseur d’inertie par rapport au 
centre de masse G

LGi =
X

j

X

↵

m↵

⇥
|��!GP↵|2 �ij �GP↵,j GP↵,i

⇤
!j =

X

j

IGij !j

IGij =
X

↵

m↵

⇥
|��!GP↵|2 �ij �GP↵,jGP↵,i

⇤
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Tenseur d’inertie par rapport au point G

En écrivant

le tenseur d’inertie s’écrit: 

��!
GP↵ =

0

@
x↵

y↵
z↵

1

A

IG =

0

BBBBB@

X

↵

m↵

�
y2↵ + z2↵

�
�
X

↵

m↵ x↵ y↵ �
X

↵

m↵ x↵ z↵

�
X

↵

m↵ x↵ y↵
X

↵

m↵

�
x2
↵ + z2↵

�
�
X

↵

m↵ y↵ z↵

�
X

↵

m↵ x↵ z↵ �
X

↵

m↵ y↵ z↵
X

↵

m↵

�
x2
↵ + y2↵

�

1

CCCCCA

Tenseur d’inertie par rapport 
au centre de masse G
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Propriétés du tenseur d’inertie

Sans démonstration: comme le tenseur d’inertie est réel et symétrique, il existe toujours un 
repère (= repère d’inertie) dans lequel il s’écrit sous forme de matrice diagonale.

IG =

0

@
IG11 0 0
0 IG22 0
0 0 IG33

1

A

Si le solide présente des plans ou des axes de symétrie, ceux-ci sont perpendiculaires ou
coincident avec les axes principaux du repère d’inertie.

Exemples: Sphère, cylindre, disque, cône, cube, etc
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En utilisant l’dentité vectorielle

il vient: 

La vitesse d’un point quelconque Pa d’un solide de centre de masse G est
donnée par:

L’énergie cinétique totale est donc la somme des énergie cinétiques de tous les 
points matériels: 

Energie cinétique d’un solide en mouvement 
quelconque

=
X

↵

1

2
m↵~vG

2 +
X

↵

1

2
m↵~vG ·

��!! ⇥��!
GP↵

�
+
X

↵

1

2
m↵

��!! ⇥��!
GP↵

�2

Ecin =
X

↵

1

2
m↵ v2↵ =

X

↵

1

2
m↵

⇣
~vG +

��!! ⇥��!
GP↵

�⌘2

⇣
~a⇥~b

⌘
·
⇣
~c⇥ ~d

⌘
= (~a · ~c)

⇣
~b · ~d

⌘
�

⇣
~a · ~d

⌘⇣
~b · ~c

⌘

Ecin =
1

2
M~vG

2 +
1

2
~vG ·

��!! ⇥
X

↵

m↵
��!
GP↵

| {z }
=0

�
+
X

↵

1

2
m↵

h
|�!! |2 |��!GP↵|2 � (�!! ·��!GP↵)

2
i

~v↵ = ~vG +
��!! ⇥��!

GP↵

�
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Les deux derniers termes peuvent êtres réécrits comme

(�!! ·��!GP↵)
2 =

 
X

i

!i GP↵i

!2

=
X

i,j

GP↵i GP↵j !i !j

|�!! |2 |��!GP↵|2 = (!2
1 + !2

2 + !2
3) |

��!
GP↵|2 =

X

i,j

|��!GP↵|2 !i!j �ij

Ecin =
1

2
M~vG

2 +
1

2

X

i,j

!i

"
X

↵

m↵

⇣
|��!GP↵|2 �ij �GP↵i GP↵j

⌘#

| {z }
IGij

!j

Ecin =
1

2
M~vG

2 +
1

2

X

i,j

!i IGij !j =
1

2
M~vG

2 +
1

2

X

i

!i

0

@
X

j

IGij !j

1

A

| {z }
=(IG~!)i

Ecin =
1

2
M~vG

2 +
1

2
~! · (IG ~!)

Et on trouve donc pour l’énergie cinétique:

Energie cinétique d’un solide en mouvement 
quelconque
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Le moment cinétique n’est en général pas parallèle au vecteur instantané de rotation

Solide en rotation autour d’une axe fixe:

Analogies entre le mouvement de translation et le mouvement de rotation

Ecin,rot =
1

2
I�!

2

I�
d!

dt
= M ext

�

L� = I� !

d~LO

dt
= ~M ext

O
M~aG = ~F ext

Dynamique du solide: résumé (1)

Equations de la dynamique:

+ théorèmes de transfert / Koenig

Equilibre statique:

8
<

:

~F
ext = 0

~M
ext
O

= 0
8O 2 référentiel

L�G = I�G !

I�G

d!

dt
= M ext

�G

E⇤
cin =

1

2
I�G !2
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Ecin =
1

2
M~vG

2 +
1

2
~! · (IG ~!)

IG =

0

@
IG11 0 0
0 IG22 0
0 0 IG33

1

A

~LG = IG ~! =

0

@
IG11 IG12 IG13

IG21 IG22 IG23

IG31 IG32 IG33

1

A

0

@
!1

!2

!3

1

A

Dynamique du solide: résumé (2)

Cas général

Repère d’inertie:

Energie cinétique:

IGij =
X

↵

m↵

⇥
|��!GP↵|2 �ij �GP↵,jGP↵,i

⇤


